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Рассмотрена векторная модель развития электроэнергетиче-
ской системы, основанная на применении неклассического урав-
нения Вольтерры I рода. Модель учитывает принадлежность ге-
нерирующих мощностей к различным типам электростанций, а 
также их возрастной состав. На основе модели поставлена задача 
поиска оптимальных сроков службы генерирующих мощностей, 
соответствующих определенному экономическому критерию. 
Приводятся результаты расчетов на реальных данных для различ-
ных вариаций экономических показателей. 
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оптимальное управление, уравнение Вольтерры I рода. 
Введение. В работах [1–4] на базе односекторного варианта мо-
дели В. М. Глушкова [5] рассмотрена задача определения долгосроч-
ных стратегий развития электроэнергетической системы (ЭЭС) Рос-
сии, которая сводится к решению интегрального уравнения Вольтер-
ры I рода. В работе [6] предложена новая интегральная модель разви-
вающейся системы, в которой станции разделены на три возрастные 
группы, каждая из которых характеризуется некоторым коэффициен-
том эффективности. Элементы теории соответствующих уравнений 
Вольтерры I рода изложены в [7]. 
На базе модели из [6] в данной работе строится векторная мо-
дель ЭЭС России, в которой генерирующее оборудование делится на 
составляющие по видам топлива. 
Модель развития ЭЭС. Пусть оборудование электростанций раз-
делено на три типа: станции, работающие на органическом топливе 
(ТЭС), станции, работающие на ядерном топливе (АЭС) и гидроэлектро-
станции (ГЭС). Станции одного типа разделены на три возрастные груп-
пы. При этом в пределах одной возрастной группы эффективность ис-
пользования оборудования ij const  , 1 2 31 0i i i      , , 1,3i j  . 
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 15-01-01425а. 
© А. С. Апарцин, Е. В. Маркова, И. В. Сидлер, В. В. Труфанов, 2017 
Математичне та комп’ютерне моделювання 
6 
Для математического описания модели введем в рассмотрение сле-
дующие функции: ( )x t 1 2 3( ( ), ( ), ( ))x t x t x t  — ввод электрических 
мощностей (по типам станций): 1( )x t  соответствует ТЭС, 2 ( )x t  — АЭС, 
3 ( )x t  — ГЭС, переменная t  пробегает отрезок прогнозного периода  0 , 2016,2050t T    ; ( , )t s  ( 1( , )t s , 2 ( , )t s , 3 ( , )t s ) — коэффици-
енты интенсивности использования в момент t  единицы мощности, 
введенной ранее в момент s  (по типам станций); ( )y t  — экспертно за-
даваемая на перспективу суммарная располагаемая мощность ЭЭС; 
ijT  — верхняя возрастная граница j-ой группы станции i-го типа; 
0 ( )x t  ( 01 ( )x t , 02 ( )x t , 03 ( )x t ) — известная динамика вводов мощностей 
на 00, t  (соответственно типам станций); ( )t  и ( )t  — заданные 
функции, описывающие изменение доли суммарных мощностей ТЭС и 
ГЭС соответственно в общем составе генерирующего оборудования. 
Математическая модель развития ЭЭС представляет собой сис-
тему уравнений: 
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В работе [6] на базе скалярной модели была поставлена задача 
прогноза развития ЭЭС России, которая заключается в определении 
стратегии ввода мощностей ( )x t  на перспективу до 2050 года с уче-
том выбывания устаревшего оборудования.  
Задача оптимизации. В работе [8] для скалярной модели была 
поставлена задача оптимизации параметра 3T  — момента вывода 
оборудования из эксплуатации — и приведены результаты ее реше-
ния на реальных данных с ограничением на ввод новых мощностей. В 
данной статье мы рассмотрим задачу оптимизации для векторного 
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случая, где 3 13 23 33( , , )T T T T  — моменты вывода из эксплуатации 
оборудования соответствующего типа. Как и прежде, в качестве це-
левого примем функционал затрат 
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где первое слагаемое — суммарные эксплуатационные затраты за 
прогнозный период, второе — суммарные затраты на ввод новых ге-
нерирующих мощностей.  
В уравнении (6) считаются известными следующие функции: 
1 ( )
iu t s  — коэффициенты увеличения в момент времени t  затрат на 
эксплуатацию мощностей, введенных в момент s  (соответственно ти-
пам станций); 2 ( )iu t  — удельные затраты на эксплуатацию мощности, 
введенной в момент t ; ( )ik t  — затраты на ввод единицы мощности в 
момент t ; 0t ta   — коэффициент дисконтирования затрат, 0 1a  .  
Управляющий параметр 3T  принадлежит допустимому множеству   33 3 3 03( ) ( ) , ( ) 1, ,U T t T T t T T t t t T       . 
Требуется найти  
 
3
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( ) arg min ( ( ), ( ))
T t U
T t I x t T t , (7) 
при выполнении условий (1)–(5).  
Кроме того, в постановку (1)–(7) вводятся дополнительные ог-
раничения на фазовую переменную  
 0( ) ( ), ,x t x t t t T    , (8) 
где 0 0(2016) (1980), (2050) 3 (1980)x x x x   .  
Для решения задачи оптимального управления применялся эв-
ристический алгоритм, основанный на дискретизации всех элементов 
задачи на сетке с шагом 1h   (год) и замене допустимого множества 
U  на множество hU  кусочно-постоянных функций, а прогнозные 
значения экономических показателей задавались, исходя из эксперт-
ной оценки. Численная схема, построенная с применением квадрату-
ры правых прямоугольников для аппроксимации интегралов в (1)–(5), 
предполагает решение системы линейных алгебраических уравнений 
на каждом временном шаге. 
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Численные расчеты. Проведем численные расчеты для реше-
ния задачи (1)–(8) на реальных данных для различных вариаций эко-
номических показателей. За начало моделирования принят 1950 год. 
Заданы прогнозный промежуток  0 , 2016, 2050t T    , верхние воз-
растные границы групп: 1 30iT  , 2 50iT  , 3 60iT   и коэффициенты 
эффективности 1 1i  , 2 0,97i  , 3 0,9i  , 1,3i  . Используя из-
вестные данные на предыстории 0 ( )x t , найдем доли мощностей ТЭС 
и ГЭС — (2015) 0,69  , (2015) 0,19  . Будем считать   и   по-
стоянными на всем прогнозном периоде.  
В качестве энергетической стратегии рассмотрим два различных 
сценария энергопотребления: оптимистический, предусматривающий 
высокий уровень потребления электроэнергии (увеличение правой 
части (1) с темпом роста 2 % в год), и пониженный сценарий, с низ-
ким уровнем энергопотребления (темп роста 0,5 %). Вторым аспек-
том наших исследований является влияние на оптимальное решение 
изменений удельных затрат на эксплуатацию с увеличением срока 
жизни оборудования. В частности, исследовалось влияние коэффици-
ента 11 ( )u t s : увеличение затрат на эксплуатацию мощностей ТЭС 
на 1 % и 3 % в год после 45 лет службы (при этом 21 ( )u t s  и 31 ( )u t s  
зафиксированы, рост затрат 10 % и 3 % соответственно). 
Для каждого из четырех сценариев развития решалась задача оп-
ределения оптимальных сроков службы (1)–(8). Проводилась оптими-
зация сроков службы оборудования ТЭС и АЭС при допущении, что на 
прогнозном периоде оборудование ГЭС не выводится из эксплуатации. 
В качестве базового варианта принят следующий: в 2015 г. 13 60T  , 
23 47T  , 33 66T  , к 2050 г. 13 60T  , 23 60T  , 33 101T   (срок служ-
бы увеличивается на 1 за год). Полагаем, что решение принадлежит 
классу кусочно-линейных функций, а именно, переходим на новый 
постоянный срок службы с учетом ограничений на вводы (8). Полу-
ченные результаты приведены в таблице. 
Таблица 
Оптимальные сроки жизни оборудования ТЭС, лет 
 
1
1u
y(t)  
1 % 3 % 
0,5 % 4,86 %95
3,27 %
49*
2 % 3,54 %95
2,18 %
53*
Жирным выделены полученные оптимальные сроки службы, знак 
«*» обозначает, что переход на этот постоянный срок был постепенным, 
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с учетом (8). Полученные оптимальные сроки жизни для АЭС для каж-
дого сценария предполагают переход с 47 на 50 лет. Рядом со сроками 
жизни приведен выигрыш относительно базового варианта.  
Оптимальная стратегия, ограничение на вводы и соответствую-
щая динамика перехода *13( )T t  от 60 к 53 и *23( )T t  от 47 к 50 годам для 
оптимистического варианта и 3 % роста эксплуатационных затрат 
показаны на рис. 1.  
 
Рис. 1. Оптимальное решение *3 ( )T t  и соответствующая  
динамика ввода мощностей 
Средний возраст генерирующих мощностей для соответствую-
щей оптимальной стратегии показан на рис. 2. 
 
Рис. 2. Средний возраст генерирующих мощностей для оптимальной стратегии 
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Выводы. Рассмотрена векторная модель развития электроэнер-
гетических систем, основанная на применении неклассического 
уравнения Вольтерры I рода. На основе этой модели поставлена зада-
ча поиска оптимальных сроков службы генерирующих мощностей, 
обеспечивающих заданную потребность в электроэнергии при мини-
муме суммарных затрат на ввод и эксплуатацию генерирующих 
мощностей. Приведены результаты расчетов на реальных данных для 
различных вариаций экономических показателей. 
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